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Exercice de spécialité Terminale S

Correctoon commeotée
Partie A

1. D'après l'algorithme d'Euclide :

51 = 26 × 1 + 25

26 = 25 × 1 + 1

25 = 1 × 25 + 0

donc PGCD(51;26) = 1 ⇔ PGCD (51;−26) = 1 , 

donc d'après le théorème de Bézout il existe u et v entiers relatifs tel que 51u − 26 v = 1 .

2.a. En  essayant  des  valeurs  simples  on  trouve : 51 × (−1)− 26 × (−2) = 1 donc  le  couple (−1;−2) est

solution.

2.b. Soit le couple (x ; y ) solution de l'équation, alors :

51 x − 26 y = 51 × (−1) − 26 × (−2)

⇔ 51(x + 1)= 26( y + 2)

51 divise 26( y + 2) et PGCD(51;26) = 1 donc, d'après le théorème de Gauss, 51 divise y + 2 .

Ainsi y + 2 = 51 k ⇔ y = 51k − 2 avec k ∈ ℤ

En reportant dans l'équation, on obtient :

51 x − 26(51k − 2) = 1

⇔ 51 x = 51 × 26 k − 51 ⇔ x = 26 k − 1

Les couples solutions sont donc de la forme (26 k − 1 ; 51k − 2) avec k ∈ ℤ .

Partie B

1. D'après l'énoncé y ≡ 51 x + 2 [ 26 ] .

N correspond au nombre 13, soit x = 13 . Ainsi y ≡ 51 × 13 + 2 [26 ]

Or 51 × 13 + 2 = 665 = 25 × 26 + 15

donc y ≡ 15 [ 26 ]

donc y = 15 car 0 ⩽ y ⩽ 25

15 correspond à la lettre P, donc N est codée en P.

2. 51 a≡ 1 [ 26 ] donc, d'après la définition des congruences, il existe q entier relatif tel que :

51 a− 1 = 26 q ⇔ 51 a + 26 q = 1

D'après la partie A, a et −q sont un couple solution de l'équation 51 x − 26 y = 1 ,

donc il existe k entier relatif tel que a = 26 k−1

En prenant k=1 , on obtient a = 25 .

On peut vérifier que 51 a= 51 × 25 = 1275 et 1275 = 26 × 49 + 1 , donc 51 × 25 ≡ 1 [26 ] .
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3. Interprétons l'énoncé à l'aide des congruences. On cherche à démontrer que :

y ≡ 51 x + 2 [ 26 ] ⇒ x ≡ 25 y + 2 [ 26 ]

Au lieu d'isoler x comme avec une égalité (car la division n'est  pas permise avec les congruences),  on fait

apparaître 25 y :

y ≡ 51 x + 2 [ 26 ]

⇒ 25 y ≡ 25 × 51 x + 50 [ 26 ] (seule l'implication est possible car la réciproque nécessite une division)

⇔ 25 y ≡ x + 50 [ 26 ] (car 51 × 25 ≡ 1 [26 ] ⇒ 25 × 51 x ≡ x [26 ] d'après la question 2.)

⇔ x ≡ 25 y −50 [ 26 ]

⇔ x ≡ 25 y + 2 [ 26 ]

4. N correspond au nombre 13, soit x = 13 .

Or d'après la question 3. :

13 ≡ 25 y + 2 [ 26 ] ⇒ y ≡ 51 × 13 + 2 [ 26 ]

⇔ y ≡ 665 ≡ 15 [ 26 ]

Ainsi y = 15 , ce qui correspond à la lettre P. N est donc décodée en P.

5. On regarde les premières étapes :

f (x) ≡ 51 x + 2 [ 26 ]

f (f (x))≡ 51 × f ( x) + 2 ≡ 51(51 x + 2) + 2 ≡ 51
2
x + 104 ≡ 51

2
x [26 ]

Or 51
2 = 2601 = 26 × 100 + 1 , donc 51

2 ≡ 1 [26 ] , 

donc f ( f (x)) ≡ 51
2
x ≡ x [ 26 ]

Au bout de 100 applications, on a 50 fois 2 applications qui donnent chacune x , ce qui fait au final x .

La lettre codée au bout de 100 applications est donc la lettre de départ.
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